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長谷川泰子（東京大学大学院数理科学研究科）
Abstract. In this paper, we give explicit formulas of Whittaker function with pe-
ripherical K-type for even principal series representation on Sp(2;R). An explicit







していくつかの結果がある．ここでは実 2次シンプレクティック群 G = Sp(2;R)上
のWhittaker関数について考える．極小放物型部分群から誘導された主系列表現の







Gの表現 ¼ の K-typeを (¿; V¿ )とする．dominant weight l = (l1; l2)を用いて，
¿l = Syml1¡l2­detl2 と表わされる．IshiiによってK-type ¿(0;0), ¿(¡1;¡1)と ¿(1;1)を
持つ主系列表現のWhittaker関数の明示的公式が得られている．そこで本稿ではK-
type ¿(l;l)(l 2 Z)を持つWhittaker関数の明示的公式を与える．その為にはWhittaker
関数のK-typeを動かす作用素が必要となる．この作用素はMaass shift operatorと
呼ばれ，G. J. Heckman [HO] と E. M. Opdam [OP] や T. Koornwinder [K]によっ
て導入された．
本稿では§2で G = Sp(2;R)とその部分群，Lie環の構造を言及し，主系列表現
を定義する．§3ではWhittaker関数の定義を行う．§4ではWhittaker関数が満た
す微分方程式系を完全に与える．§5では§4の微分方程式系の確定特異点の周りで
の形式的べき級数解を明示する（Theorem B and Theorem C）．§6ではmoderate
growth Whittaker関数の積分表示を明示する（Theorem D）．
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§2 Principal series representations
2.1. Groups and algebras. Gを実 2次シンプレクティック群とする．
G = Sp(2;R) =
½






Cartan involution µ(g) = tg¡1（g 2 G）の ¯xed partは










g = sp(2;R) = fX 2 M4(R) j JX + tXJ = 0g
となる．µ の微分も同じ記号 µ で表わすと, X 2 gに対して µ(X) = ¡tX が得られ
る．ここで，部分空間





tA = A; tB = B;A;B 2 M2(R)
¾
と








A;B 2 M2(R); tA = ¡A; tB = B
¾
は Cartan分解 g = k© pを与える.
1 · i; j · 2において，Ei;j を (i; j)番目を 1で他が 0となる行列単位とする．さ
らに，Hi = Ei;i ¡ E2+i;2+i と置く. a = R ¢ (H1 +H2)と定義する. ここで，aは p
の極大可換部分環となる．
A = exp a = fa(a1; a2) = diag(a1; a2; a¡11 ; a¡12 ) j ai > 0g
N =












1CCA ni 2 R
9>>=>>;
とおくと，A，N はそれぞれ Gの極大 split torus，極大べき単部分群であり，岩澤
分解 G = NAK を得る．fe1 = (1; 0); e2 = (0; 1)gを 2-dimensional Euclid空間 R2
の標準基底とする．ここで ei 2 a¤C は ei(Hj) = ±i;j となる
(g; a) のルート系を ª = f§2e1;§2e2;§e1;§e2g で与える. Positive system を

























n(n0; n1; n2; n3) 2 N に対して，N のユニタリ指標 ´ を取る．
´(n(n0; n1; n2; n3)) = exp(2¼
p¡1(c0n0 + c3n3)):
但し，c0, c3 2 Rとする. 本稿では ´は非退化であると仮定する．すなわち，c0c3 6= 0
とする. よって，c0 = c3 = 1を仮定しても一般性を失わない．この時 gは岩澤分解
g = n© a© kを与える．
K の中の Aの centralizer M は次で与えられる．
M = fdiag("1; "2; "1; "2) "1; "2 2 f§1gg :
よって，Gの極小放物型部分群 P は Langlands分解 P = NAM を持つ.
2.2. Principal series representations. M の既約ユニタリ指標 ¾ は °1 =
diag(¡1; 1;¡1; 1)，°2 = diag(1;¡1; 1;¡1)における値 f¾(°1)，¾(°2)gで決まる．¾i 2cM (i = 0, 1, 2, 3)を次のように定義する．
¾0(°1) = ¾0(°2) = 1; ¾1(°1) = ¾1(°2) = ¡1;
¾2(°1) = 1; ¾2(°2) = ¡1; ¾3(°1) = ¡1; ¾3(°2) = 1:
º 2 HomR(a;C)を (º1; º2) 2 C2 と，º(t1H1 + t2H2) = º1t1 + º2t2 (ti 2 R)によっ
て同一視し，Aの擬指標 eº を eº(a) = exp(º(log a)) = aº11 a
º2
2 (a = a(a1; a2))によっ
て定める．ここで，º1, º2 と º1 § º2 は整数でないことを仮定する．
De¯nition. 極小放物型部分群 P = NAM から Gへの誘導表現
¼ = IndGP (1N ­ eº+½ ­ ¾)
を Gの主系列表現と呼ぶ．i.e. ¼ は空間 Hº;¾ の完備化上の Gの右正則表現となっ
ている．但し，½ = (2; 1)は制限正ルートの半分和とする．ここで，
Hº;¾ =
½
f : G! V¾ smooth f(mang) = ¾(m)e
º(a)f(g)







を用いて完備化される．ここで，V¾ は表現 ¾ の表現空間であり，k ¢ k¾ はそのノル
ムを表している．
¾ = ¾0 または ¾ = ¾1 の時，¼ を Gの even主系列表現と呼ぶ．¾ = ¾2 または
¾ = ¾3 の時，¼を Gの odd主系列表現と呼ぶ.
2.3. K-type of the principal series representation. (¿; V¿ )を ¼のK-typeと
する. 最高weight理論によって，Kの既約表現は dominant weightsによって特徴づ
けられる．L+ = f¸ = (¸1; ¸2) 2 Z©Z j ¸1 ¸ ¸2g. ¸ = (¸1; ¸2) 2 L+に対する表現
を ¿¸ = Sym¸1¡¸2 ­ det¸2 とする．表現空間 V¸ の次元は dimV¿¸ = ¸1 ¡ ¸2 + 1で
ある．
Lemma ([MO], p.9, Proposition 3.2). (a)(i) ¾ = ¾0 のとき, ¿l;l (l is even)は
¼の中で重複度 1に現れる．さらに，minimal K-typeは ¿(0;0) となる.
(ii)¾ = ¾1 のとき, ¿(l;l) (l is odd)は ¼ の中で重複度 1に現れる．さらに，minimal
K-typeは ¿(1;1) と ¿(¡1;¡1) となる.
(b)¾ = ¾2 または ¾ = ¾3 のとき, ¿(l+1;l) は ¼ の中で重複度 1に現れる．minimal
K-typeは ¿(1;0) と ¿(0;¡1) となる.
3. Whittaker function
2つの組 (N; ´)は上で定義されたものとする．C1IndGN (´)の表現空間は
C1´ (NnG) = ff 2 C1(G) j f(rg) = ´(r)f(g); (r; g) 2 N £Gg
という空間で与えられる．右変換により，C1´ (NnG)は滑らかなG-加群で，(gC;K)-
加群の下で同じ記号を用いる (gC は gの複素化). 任意の有限次元K-加群 (¿; V¿ )に
対し,
C1´;¿ (NnG=K)
= f' : G ¡! V¿ ; C1 j '(rgk) = ´(r)¿(k¡1)'(g); (r; g; k) 2 N £G£Kg
と定義する．Gの岩澤分解G = NAK によって，関数 ' 2 C1´;¿ (NnG=K)は Aへの
制限 'jA で決まる.
(¿; V¿ )の反傾表現を (¿¤; V¿¤)とし，V¿¤ £V¿ の canonical pairingを h¢; ¢iと表す．
次の関係が得られる．
¶(v¤)(g) = hv¤; '¶(g)i; v 2 V¿¤ ; g 2 G:
これは ¶ 2 HomK(¿¤; C1IndGN (´))と '¶ 2 C1´; (NnG =K)の同形を定義する.
Gの既約許容表現 (¼;H¼)とそのK-type ¿¤ に対して，K-準同形 i 2 HomK(¿¤;
¼jK)を固定する．
I´;¼ = Hom(gC;K)(¼;C1IndGN (´))
を (gC;K)-加群 ¼と C1IndGN0(´)との絡作用素で，全てのK-有限ベクトルたちから
成っているものとする．それぞれの T 2 I´;¼ に対して, Ti 2 C1´;¿ (NnG=K) の元を
T (i(v¤))(g) = hv¤; Ti(g)i; v¤ 2 V¿¤ ; g 2 G
によって取る．
De¯nition. 部分空間




Ti 2 C1´;¿ (NnG=K) j T 2 I´;¼
ª
を (¼; ´; ¿)に関する C1´;¿ (NnG=K)のWhittaker関数の空間と呼ぶ. さらに I0´;¼ を
I´;¿ の絡作用素のうち C1´ (NnG)の中でが緩増加な関数全体とする．そして，




Ti 2Wh(¼; ´; ¿) j T 2 I0´;¼
ª




程式は[MO], p.28, Theorem 10.1に明記されている．以下では座標 y = (y1; y2) =
(a1=a2; a22)，記号 @i = yi(@=@yi), i = 1, 2を用いる．
Theorem. ©(l;l)(y) = y21y
3=2
2 '














(@1 + l + 1)(@1 ¡ l ¡ 1)(@1 ¡ 2@2 + l + 1)(@1 ¡ 2@2 ¡ l ¡ 1)
+(2¼y1)4 ¡ 2(2¼y1)2
©
(@1 + 1)(@1 ¡ 2@2 + 1)¡ l(l + 2)
ª





º21 ¡ (l + 1)2
ª©




5. Formal power serie solutions
[MO]によって与えられたWhittaker関数の満たす微分方程式系は (y1; y2) = (0; 0)
において正規交叉する二つの divisor y1 = a1=a2 = 0, y2 = a22 = 0に沿った確定特
異性を持つ．よって，(y1; y2) = (0; 0)の周りで次のように定義される解が存在する．
K-type ¿(l;l) (l 2 Z)のWhittaker関数を ©(l;l)(y)とすると







Lemma. 特性根 (¿1; ¿2)は次の集合の元で与えられる．
¤ = fw(º1; 12(º1 + º2)) j w 2W






("1º1 + "2º2)); ("2º2;
1
2





Theorem A. ¾ = ¾0または ¾ = ¾1，º1, º2, º1+º2 =2 Zとする．この時 l 2 Zに対
し (5.1)のWhittaker関数 ©(l;l)(y)のべき級数解の係数 a(l;l)m;nは次の漸化式を満たす．





+ (2m+ ¿1 + l + 1)(2n¡ 2m¡ ¿1 + 2¿2 + l + 1)a(l;l)m;n
と
a(l¡2;l¡2)m;n = 2(2m+ ¿1 ¡ l ¡ 1)a(l;l)m;n¡1 + a(l;l)m¡1;n
+ (2m+ ¿1 ¡ l ¡ 1)(2n¡ 2m¡ ¿1 + 2¿2 ¡ l ¡ 1)a(l;l)m;n:
Theorem B. ¾ = ¾0, º1, º2, º1 § º2 =2 Zとする．この時，even K-type ¿(2k;2k)


























µ¡n;m+ ¿12 + 1;¡m¡ ¿12
¿1




m!n!(¿1 ¡ ¿2 + 1)m(¿2 + 1)n22m+¿1+2n+2¿2 :
Theorem C. ¾ = ¾1, º1, º2, º1 § º2 =2 Zとする. odd K-type ¿(2k+1;2k+1) (k 2 Z)

































































m!t!(¿1 ¡ ¿2 + 1)m(¿2 + 1)t22m+¿1+2t+2¿2 ;
a
(1;1)
m;2t+1 = ¡a(¡1;¡1)m;2t+1 = 3F2




2 ; ¿2 ¡ ¿12 + 32
1
¶
£ 2(2m+ ¿1 + 1)
(¿1 + 1)(2¿2 ¡ ¿1 + 1)m!t!(¿1 ¡ ¿2 + 1)m(¿2 + 1)t22m+¿1+2t+2¿2 :

















6. Moderate growth Whittaker function
本節では緩増加Whittaker関数の明示公式を与える．
Theorem ([I], p.15, Theorem 3.2). (º1; º2) 2 C2 に対して,































と定義する．すると，W (0) は定数倍を除いてWh(¼; ´; ¿(0;0))modjAの元に一意に定
まり，































Theorem D. W (k)(y)をW (0)(y)においてK-type ¿k;k を持つ緩増加Whittaker関












































µ jkj ¡ i
±
¶
£ (jkj ¡ i¡ j)!(j + 1=2 + ¯ + °)jkj¡i¡j¡®¡¯¡°
®!¯!°!(jkj ¡ i¡ j ¡ ®¡ ¯ ¡ °)!
µ jkj
i
¶µ jkj ¡ i
j
¶
£ 22jkj¡2i¡j¡t21=y2¢i+®¡y21y2=t21¢i+±¡t22y2¢ j2+°¡y2=t22¢ j2+¯ :
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